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Correction du DS6 de Sciences Physiques

Exercice 1 : Trajectoire d’un volant de badminton

1) On applique la deuxiéme loi de Newton au volant de badminton dans le référentiel terrestre supposé
galiléen. Puisqu’on néglige la résistance de ’air, la seule force a prendre en compte est le poids. On a
donc :

d'ott @ = §.

En projetant sur les axes (Ox) et (Oy), on obtient :

T =

y=—g

D’ou, en intégrant :

T = cte = vy cos(fp)

Uy = gt + cte = —gt + vg sin(6y)

En intégrant a nouveau, il vient :

x(t) = vo cos(p)t + cte = vg cos(bp)t

1 1
y(t) = —§gt2 + vosin(fy)t + cte = —§gt2 + vg sin(fp)t

T

La premieére équation permet d’exprimer le temps en fonction de I'abscisse & du volant : ¢ = 25 cos(@0)?

puis en injectant dans la deuxieme équation, on obtient :

1 22

—g—— + tan(6é
291)8 cos ()2 + tan(fo)

y(z) = —
La trajectoire est donc, si on néglige les frottements, une parabole. Cette approximation parait donc
correcte pour le ballon de basket mais mauvaise pour le volant de badminton.

ng + tan(fp)z = 0, qui admet

202 cos(6p)? tan(6p) _ 03 s1n(290)

La portée Ty., est solution de 1’équation y(x) = 0, soit

deux solutions : x = 0 (normal : c’est la position initiale), ou z = 7
L’application numérique avec les valeurs de la chronophotographie donne x4, = 333m au heu de
Tmaz = 9M sur la chronophotographie. Clairement, on ne peut pas négliger la résistance de I’air pour
étudier la trajectoire du volant de badminton !

2) Exprimons (en m, kg et s) les unités des quatre grandeurs dont dépend le nombre de Reynolds :

— vesten m.s!

— Lestenm

— pesten kgm™



2

— nesten Pa.s=N.m 2s=kgm.s 2m2s=kgm '.s~! (on rappelle quune pression est une
n g g pp q

force surfacique, et qu’une force est homogene a une masse fois une accélération)

Re est sans unité. Pour éliminer les kg, il faut forcément faire le rapport % (qui sera en m~2.s). Pour

éliminer ces unités, il suffit de multiplier par une vitesse et une longueur. Le rapport % est donc sans
unité. Ce rapport élevé a n’importe qu’elle puissance (positive ou négative) sera donc aussi sans unité.
Mais comme ’énoncé précise que Re doit étre proportionnel & la vitesse, la seule solution possible est
que :

_ pvlL
n

Re

En considérant que le volant de badminton a une taille de L ~ 5¢m, on obtient :

— en prenant pour v la vitesse initiale de 58m/s :
Re ~2,0.10°
— en prenant pour v la vitesse finale de 6,7m/s :

Re ~2,4.10*

Tout au long de la trajectoire, I’écoulement de I'air autour du volant est donc turbulent, ce qui justifie
que 'on va utiliser une force de frottements proportionnelle au carré de la vitesse.

3) Les unités des différentes grandeurs sont les suivantes :

— Festen N =kg.m.s2
— pesten kgm™3
— S est en m?
— v est en m.s!
kg.m.s~?

Ainsi, C,, est en —. Apres simplification, on remarque que C, est sans dimension : c’est

kg.m—3.m2.m2.s
un coefficient d’aérodynamisme, sans dimension, qui dépend uniquement de la forme de I'objet (il est
d’autant plus petit que l'objet a une forme "aérodynamique").

4) Appliquons a nouveau le principe fondamental de la dynamique au volant, cette fois-ci en tenant
compte des frottements de lair :

1
ma =mg — §pS’C’xm7

soit, apres simplification par la masse :

dv 1
— =g— —pSCvv
dt g 2mp *
. . N o — . . N o1
Cherchons une solution particuliere ¢j, = cte (qui correspondrait donc & un mouvement rectiligne et
uniforme). Dans ce cas, puisque dd%” = 6, on aurait :
L 2m
VU =
p~p pSng

Ainsi, v, aurait la méme direction que g et en norme, on aurait :



2 2myg

v =
P pSC,
d’ou :
2mg
vp =
pSCy
Conclusion : un mouvement rectiligne et uniforme de vecteur vitesse Uy, = —4/ /iglcgﬁy est une solution

particuliere de ’équation du mouvement.

5) En remplacant 3pSC, par ——, on obtient :

lim

v ., g
— =g— ——v0U
dt g vl%.m

6) On voit immédiatement sur ’équation précédente que la pesanteur est négligeable devant les frot-
tements de Dair si :

soit :

UV >> Vlim,

On constate que cette condition est assez bien vérifiée au début de la trajectoire du volant de badminton
puisque 58m.s~1 >> 6, 7m.s~ L.

Si on néglige la pesanteur, la seule force que subit le volant est la force de frottements, qui est colinéaire
a sa vitesse. Or, pour que le volant dévie d’une trajectoire rectiligne, il faut qu’il subisse une force qui
ne soit pas colinéaire a cette trajectoire. Puisqu’ici ce n’est pas le cas, la trajectoire sera forcément
rectiligne.

Remarque : pour ceux qui ne seraient pas convaincus par cet argument, je vous en propose un autre
) )
plus "mathématique". L’équation du mouvement en négligeant le poids s’écrit :

v g
dt Ulzim

Notons ¢ = vii, ou 4 est un vecteur unitaire tangent a la trajectoire. Montrer que la trajectoire est

rectiligne revient a montrer que # est constant.
d (ni7) = vz 4, di
Or & (vi) = Fu+ v
De plus, la dérivée d’un vecteur unitaire est toujours orthogonale au vecteur unitaire en question. En
effet, si @ est unitaire, alors @2 = 1, soit en dérivant : 26.%‘ = 0.
En faisant le produit saclaire de ’équation du mouvement par CC%‘ et en utilisant ce dernier point, on
da

obtient que ’U(E)Q = 0, ce qui montre que 4 est constant, et donc que la trajectoire est rectiligne.

7) L’équation du mouvement en négligeant la pesanteur et en projetant dans la direction ou a lieu le
mouvement (puisqu’on sait qu’il est rectiligne) donne :

dv B v2
dt gvfim



Pour résoudre cette équation non linéaire du premier ordre, il faut séparer les variables. On obtient
alors :

dv
—o = gt
v Viim
D’ou, en intégrant :
1
= I icte
v Yiim

En appliquant a t = 0, on obtient que cte = =

1
vo °

On obtient donc que :

2
V0V V0
2 - gu
vi +guot 14+ 50t

Viim

u(t) =

Remarque : on a déja rencontré exactement la méme équation différentielle en cinétique chimique dans
le cas d’une réaction d’ordre 2.

t1 /o vérifie v(ty o) = 5. Puisqu’on avait :

- == t+ —
Vlim vo
on obtient, en remplacant :
2
g et
vo lim 0
soit, apres calcul :
2
VE
tij2 = bm ~ 79ms
Vog

8) Pour déterminer t; /2 sur le schéma, il faut regarder quand la distance entre deux positions successives
est égale a la moitié de la distance initiale. On remarque que cela a lieu entre le point 2 et le point 3,
ce qui signifierait que ¢; /2 est compris entre 100ms et 150ms. Ainsi on n’a pas un accord parfait avec
notre valeur calculée, mais l'ordre de grandeur est correct. La mesure de ¢ /5 sur la chronographie est
de toute facon imprécise puisqu’on n’a pas acces aux vitesses instantanées mais seulement aux vitesses
moyennes sur des intervalles de 50ms.

9) Calculons tout d’abord (t). Puisque dans le cadre de notre approximation la trajectoire est recti-
ligne, le vecteur vitesse fait constament un angle 6y avec I’horizontale.

vg cos(6p)

I+-50t

lim

Ainsi, & = vcos(fy) =
11 suffit ensuite d’intégrer par rapport au temps pour déterminer z(t), ce qui donne :

0 2
vo cos(o) dt = Slim cos(fp) In(1 + @t) + cte
g

lim

#(t) = 14 20t
v

lim

Pour déterminer la constante, on applique en ¢ = 0, ce qui donne cte = 0 puisque x(0) = 0.

gvo 4 _ o - .
En remarquant que 1+ 57 = =2, on peut écrire que :

lim

4



U2- U
z(t) = % cos(ﬂo)ln(?o)

10) La composante verticale de la force de freinage sera égale (en norme) au poids lorsque :

v?
95— sm(90) =g
Viim
soit :
o Ulim
sin(90)

D’ou la distance parcourue & cet instant :

D = Ui g (gg) (22 32(%),

Vlim

11) Dans le régime limite, d’aprés ce que 'on a vu a la question 4, le mouvement doit étre rectiligne
et uniforme, de direction verticale. On peut dire que c’est approximativement le cas a partir du 40eme
point environ : on voit que le mouvement est quasiment uniforme car la distance entre les points reste
constante. Par contre, la trajectoire n’est pas encore tout a fait verticale, ce qui signifie que le régime
limite n’est pas tout a fait atteint (mais presque). Puisque les points sont espacés de 50ms, on peut
dire que le régime limite est atteint au bout de 2 secondes environ.

12) Si 'on néglige le régime intermédiaire, la trajectoire se compose de deux segments de droites : un
premier segment oblique, faisant un angle 8y avec ’horizontale, et un deuxieme segment vertical.

FIGURE 1 — Trajectoire simplifiée du volant de badminton, si on néglige le régime intermédiaire

Dans cette approximation, la portée x4, est égale a la distance D calculée a la question 10, soit, en
faisant 'application numérique : 4, =~ 5, 7m. Cette portée est trop courte (normal puisqu’on néglige
la distance parcourue pendant le régime transitoire), mais déja plus cohérente que celle obtenue en
négligeant les frottements a la question 1.

13) Reprenons I’équation du mouvement, dans le cas ol on ne néglige aucun terme :

dv g .
— =g — —0
dt g vfim



Si on écrit l’accélération a 'aide de la formule de Frenet (ou en coordonnées polaires pour un mouve-
ment circulaire, ce qui reviendrait au méme), on obtient :

t [
vlzm

_l’_

:u\%
&‘&

Or, au niveau du sommet de la trajectoire, on peut considérer en bonne approximation que § est
orthogonal a la trajectoire (i.e. porté par 77), tandis que ¥ est, bien stir tangent a la trajectoire (donc
porté par t_>, d’oti, en projetant sur 7 :

02
—~yg
soit R ~ %2
De plus, comme I’énoncé dit que, sur cette partle de la trajectoire, tous les termes de 1’équation
différentielle sont du méme ordre, on a : g ~ g , S0it ¥ ~ Vjm, d’ou au final :
lzm
2
vé
R~ M 4 6m
Y

Si on rajoute ces 4, 6m aux 5, 7m déterminés précédement pour la premiere phase rectiligne, on obtient
bien un résultat assez proche de la portée réelle, qui est de 9m. Bien sir le calcul effectué dans cette
question 13 est extremement approximatif et donne seulement un ordre de grandeur de la distance
parcourue pendant le régime transitoire. D’ailleurs, si on dit que le volant parcours un demi-cercle
pendant le régime transitoire, cela correspondrait a une distance de 2R ~ 9m, ce qui, ajouté aux 5, 7m
de la premiere phase, donnerait une portée trop grande.

14) En fait, cet exercice montre que, contrairement a ce que 'on pourrait penser "naivement', la
différence entre la trajectoire quasi-parabolique du ballon de basket et la trajectoire pas du tout
parabolique du volant de badmington n’est pas due a la forme différente de ces deux objets. Ce qui
compte est [’écart entre la vitesse initiale et la vitesse limite. Plus précisément :

— Si la vitesse initiale est faible devant la vitesse limite, comme c’est le cas pour le ballon de
basket, ou pour un objet quelconque que I'on lancerait doucement, on obtiendra une trajectoire
parabolique

— Si la vitesse initiale est grande devant la vitesse limite, on obtiendra la trajectoire en "trois
phases" du volant de badminton : 2 parties quasi-rectilignes séparées par une partie incurvée.
Ce type de trajectoire avait déja été décrit par 'italien Niccolo Tartaglia des 1537 en étudiant
des boulets de canon (qui sont pourant plus similaires, au niveau de leur forme, a des ballons de
basket qu’a des volants de badminton). On les observe dans de nombreux domaines différents,
comme le montre la figure 2.

FIGURE 2 — Trajectoires similaires a celle du volant de badminton, obtenues pour des particules
prejetées a grande vitesse lors d’une soudure, des feux d’artifice ou des jets d’eau



Remarque : Cet exercice correspondait a la premiere moitié du sujet de physique X-ENS 2015, filiere
PC, sujet lui-méme largement inscpiré de l'article "The aerodynamic wall" par Caroline Cohen, Bap-
tiste Darbois-Texier, Guillaume Dupeux, Eric Brunel, David Quéré et Christophe Clanet, paru le 30
Octobre 2013 dans la revue "Proceedings of the royal society A" (disponible gratuitement en ligne).

Exercice 2 : Etude de ’accélérometre d’une console de jeu vidéo :

1) Supposons que le joueur secoue périodiquement (et sinusoidalement) la manette. Le mouvement de
la manette est alors de la forme :

z(t) = X, cos(wt + @) = Xy, cos(2mft + )

et son accélération est donc donnée par :

#(t) = —(27f)2 X cos(2m ft + )

Ainsi, 'amplitude de ’accélération de la manette est donnée par A, = (27f)%2X,,.

Comme valeurs numériques, on peut résonnablement prendre X, ~ 10cm (amplitude des oscillations
imposées & la manette).

Quant a la fréquence f, qui représente le nombre d’aller-retours que fera la manette en une seconde,
on peut considérer que les valeurs extremes seront f,,.. = 3Hz s’il secoue tres vite, et fiin = %H z
s’il va tres lentement (évidemment, en théorie, il peut aller aussi lentement qu’il veut, donc f,;, peut
tendre vers zéro, mais ¢a n’a pas trop d’intérét).

On trouve donc une accélération maximale de apqr = (67)%2%x0,1 ~ 35m.s~2 ~ 3, 5¢ et une accélération
minimale de i, = (%71‘)2 x 0,1 ~0,42~0,04g.

On est donc bien dans les limites de ce que peut détecter 'accélérometre (entre 0,01 g et 5g).

2) Référentiel d’étude : le référentiel terrestre supposé galiléen (on ne peut pas choisir comme référentiel
le boitier de ’accélérometre car il n’est pas galiléen puisqu’il n’est pas en translation rectiligne uniforme

par rapport au sol).

Systeme étudié : la masse d’épreuve.

Bilan des forces : le poids (13 = mg), la réaction normale de axe (qui compense le poids), la force
de rappel du ressort (Fr = —k(l — lp)u = —kX 4 puisque ’énoncé précise que le ressort est au repos
lorsque X = 0), la force de frottement visqueux : F' = —2m~yXd.

L’application de la deuxieme loi de Newton donne donc :

mafp = —kX@ — 2my X1

La difficulté est que af est ici 'accélération de la masse dans le référentiel terrestre, et n’est donc pas
égale a X1, qui est I’accélération de la masse par rapport au boitier.

Plus précisément, la position de la masse (par rapport au point O) peut s’écrire :

2(t) = p(t) + X(1)

ol x(t) représente la position du centre du boitier par rapport au sol.

En dérivant deux fois, on obtient donc :

i=ap4+ X



Or 7}, n’est autre que 'accélération du boitier de I'accélérometre par rapport au sol, c’est a dire
laccélération a(t) que le joueur impose & la manette.

On a donc ag = (a + X)i.

En projetant la deuxieme loi de Newton sur u, on obtient donc que :

m(a+ X) = —kX — 2my X

soit, apres simplification par la masse :

X+29X +wiX =—a

en posant wg = \/%.

3) On a affaire a une équation différentielle linéaire non homogene de degré deux. Sa solution générale
est la somme d’une solution particuliere et de la solution générale de I’équation homogene associée.

Ici on voit que X, = ——% convient comme solution particuliere.
0

Reste donc & résoudre ’équation homogene X + 2vX + wgX =0.

L’équation caractéristique de cette équation différentielle s’écrit :

r? 4 2yr + w% =0
Le discriminant s’écrit : A = 4(y? — wd).
On distingue donc deux cas (I’énoncé n’a pas l'air de vouloir s’intéresser au régime critique).

— Cas faiblement amorti ot v < wg (régime pseudo-périodique) :
Dans ce cas, Delta < 0 et I'équation caractéristique admet donc deux racines complexes :

T2 = —7y +iy/wi — 72 = —y £ iw, en notant w, = \/wi — 72 la pseudo-pulsation.

Dans ce cas, on sait que la solution générale de ’équation homogene sera de la forme :

Xp(t) = Xpme " cos(wpt + ¢)
et la solution de I’équation complete sera donc :
X(t) = —% + Xome " cos(wpt + ¢)
wo

— Cas fortement amorti ot v > wp (régime apériodique) :
Dans ce cas, Delta > 0 et I’équation caractéristique admet deux racines complexes : 712 =

—y £ /7% — Wi

Ces deux racines sont négatives : pour une c’est évident, et pour 'autre c’est lié au fait que

V2 — Wi < 7.
_ 1

On pose donc 112 = - Les constantes 7 et 7 seront donc positives et homogenes a des
temps.

Dans ce cas, la solution générale de I’équation différentielle s’écrira :

X(t) = —% + Ae t/T 4 Be~l/m
“o



4) Dans les deux cas (pseudo-périodique et apériodique), il est évident que la solution de I’équation
homogene tend vers zéro quand ¢ tend vers U'infini, et que X (¢) tend donc vers une valeur stationnaire :

XOO — —72
w
0
5) On obtient avec Python les courbes suivantes :

2 ; ; ;

1 ]
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FIGURE 3 — Allure de X (¢) dans le cas ou gamma < omegay.

0.0 T T T

-0.5} 1

-1.0} 1

X(t) dans le cas apériodique

Temps

FIGURE 4 — Allure de X (¢) dans le cas ou gamma > omegay.

6) Le "temps de réponse" 7, est le temps caractéristique de la décroissance de la solution de I’équation
homogene (en d’autres termes, on pourra considérer qu’au bout de 57, le régime stationnaire sera
atteint & 99%).



— Dans le cas du régime pseudo-périodique ou la solution homogene est de la forme X (t) =

Xpe 7t cos(wpt + ¢), on voit que le temps de réponse vaut 7, = ngLma.

— Dans le cas du régime apériodique, la solution de ’équation homogene s’écrit : X, (t) = Ae~¥/™ 4+
—t/T2 — — 1
Be . On a donc 7, = max(m, 72) st
7) On cherche a tracer l'allure de la fonction 7,.(7).

Dans le cas pseudo-périodique ot v < wp, on voit qu’il s’agit d’une hyperbole.

T N . . 1 . N 2 .
Dans le cas apréiodique ol v > wy, la fonction 7,.(y) = o est plus difficile a étudier. On peut

essayer d’en obtenir un équivalent dans le cas tres amorti ou v >> wy.
En effet : 7.(7) = 77\/1727& = L — o 1 e %
° w(l—\/l—“’% v(A-1-5%)

72

Ainsi dans la limite ot v >> wy, la fonction 7,.(7) aura I’allure d’une droite de pente %
0

Avec Python, on obtient la courbe suivante, pour le temps de réponse en fonction de = :

Temps de réponse

I L

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

/v Coefficient v (amortissement)

W,

FIGURE 5 — Temps de réponse en fonction de 7 (on a pris wg = 1rad.s1).

8) On voit sur le graphe précédent que, pour une pulsation wg donnée, le temps de réponse minimal
est obtenu lorsque v = wy (c’est a dire dans le régime critique) et vaut 7, = 4710'

9) Le temps de réponse vaut 7 = = = 0,29ms et le déplacement stationnaire X, = —ﬁ = 0, 84nm.

1

v 0

Il s’agit donc d’un déplacement infime (de la taille de quelques atomes), mais étonnament suffisant
pour étre détecté!

10) Pour que 'accélérometre soit tres sensible (et donc capable de détecter de tres faibles accélérations),
il faut que le déplacement de la masse d’épreuve X, soit le plus grand possible pour une accélération

donnée, ce qui nécessite que wq soit plutdt petit puisque X = —ﬁ. Mais si on veut que le temps de
0

10



réponse soit court, il faut que wy soit plutoét grand puisque le temps de réponse minimal vaut wio On
doit donc effectivement faire un compromis entre temps de réponse et sensibilité et choisir une valeur
de wp "ni trop grande, ni trop petite".

11) L’équation différentielle satisfaite par X (¢) s’écrit dans ce cas :

X +29X 4+ wiX = —A,, cos(wt)

Notons X,,, 'amplitude complexe de X (t) en régime sinusoidal forcé. X,,, vérifie I'équation :

(jw)* X + 27(jw) X + Wi Xm = —Am

ce qui donne :

_Am
2

X —
= W2 — w? 4 2jyw

II suffit alors de prendre le module pour trouver 'amplitude réelle :

Am
\/(w2 — wd)? + 4y2w?

X =

12) Notons f(w) la fonction sous la racine au dénominateur : f(w) = (w? — wd)? + 472w
X, est maximale lorsque f est minimale.

On résout donc f'(w) = 0, ce qui donne :

dw(w? —wd) +87*w =0

soit :

do(w? —wi+29%) =0
ce qui donne soit w = 0, soit w = \/wg — 272, cette deuxiéme racine n’existant que si wy > v/27.

Ainsi, si wg > v/27v, on observera un phénomene de résonance & la pulsation w, = Vwg — 292

Am
\/(wz_wg)2+4,y2w2
w — 0 tandis que X, tend vers 0 lorsque w — +o0.

A

757.
wo

13) On voit facilement (compte tenu que X,, = ) que X,, tend vers lorsque

Il s’agit donc d’un filtre passe bas.

Pour tracer le diagramme de Bode, faisons intervenir la pulsation réduite z = w% et le facteur de
qualité Q = ‘;—f; :

— A
P A, B w2
=W - w4 25w 1—22+j5

D’ou, si 'on définit la fonction de transfert H comme H = %

wg
-1
A=1"m1z
JqQ

Pour tracer le diagramme de Bode asymptotique, on va étudier les limites x << 1l et x >>1:

11



T <<1 r=1 x>>1
H —1 jQ 5
Gap 0 : asymptote horizontale 201og(5) ~ —9,5 | —40log(x) pente —40dB/decade
¢ | &7 (on choisit +m vu la valeur en x = 1) 5 0

Le diagramme de Bode a I’allure suivante :

50
0

%]
g -50f
o
Q)
=
=
7]
£ _100}
(L]

-150}

_200 L Il Il

10° 10t 10° 10} 102
Pulsation réduite x
FI1GURE 6 — Diagramme de Bode en gain
35

1]

1]

o

=

o

10?

Pulsation réduite x

FI1GURE 7 — Diagramme de Bode en phase

On voit que l'accélérometre ne fonctionnera plus pour des fréquences supérieures a 5500 Hz, ce qui
n’est pas un probléme puisque de telles fréquences ne sont pas atteignables pour un étre humain!

14) a) On peut proposer le circuit suivant :

12



Ve C VS

FIGURE 8 — Filtre passe bas d’ordre 2

b) A treés basses fréquences, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert et la bobine
comme un fil. Il n’y a donc aucun courant qui circule dans la résistance, et donc aucune tension a ses
bornes. La loi des mailles donne donc immédiatement que vy = v, : le signal a basse fréquence passe.

A tres haute fréquence, le condensateur se comporte comme un fil, et donc v, = 0 (tension aux bornes
d’un fil).

Il s’agit donc bien d’un filtre passe bas.
c) Les dipoles étant en série, on peut appliquer la formule du pont diviseur de tension qui donne :
1

jCw _ 1 1
Rtjlw+sg; 1-LC2+jfw  1- %4 J2

E:

en posant :

1 1O 1 /L
wn = —— € — — _
" VIC R\ C

Si l'on prend une bobine d’inductance L = 10mH, pour avoir une pulsation wy = 27 x 5500rad/s,
il faut choisir un condensateur de capacité C' = 84nF', puis, pour avoir un facteur de qualité de 5, il
suffit d’utiliser une résistance de 7052.
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